A dodekaéderbe irt ot kocka
és ,,melléktermékei”

A Geomatech program és az Elménymiihely résztvevéi korében - de feltehetéen masutt

is - igen népszerli az a George Hart altal kidolgozott modell, amely harminc, megfeleld
bevagasokkal elékésztett négyzetlapbdl allithatd dssze.

A sikerélményt a legtobbiink szdmara az adja, hogy viszonylag egyszerii eszkozokkel rovid

id6 alatt Ossze tudunk allitani egy meglehetésen Osszetett, latvanyos, kézbe vehetd

konstrukciot. Ezt a konstrukciot fogjuk most alapos matematikai elemzésnek alavetni egy ezt

(is) bemutatd GeoGebra program segitségével, majd kitériink e program eldallitasanak a
koriilményeire.

Ot kocka a dodekaéderben

Dodekaéder 49.
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Ot kocka - 30 négyzet.oob




Akinek alkalma volt elkésziteni, vagy legalabb kézbe venni egy a fentihez hasonlo, szinek
szerint is helyesen 0sszedllitott konstrukcidt, bizonyéra észrevette, hogy a hat azonos szinii
lap sikjai egy-egy kockat alkotnak.

Ez a GeoGebra f4jl egyebek kozott ezt a 30 négyzetlapot mutatja be, jelen esetben ugy, hogy
a lapokat centralis nyujtassal nagyobbra és kisebbre lehet venni a 0< n < [ értékek kozott
valtoztathato csuszkaval, ahol a nyujtas kozéppontja rendre a négyzetek kozéppontja. igy e
miivelet hatdsara a négyzetek sikja ugyanaz marad, csak a mérete valtozik.

Nem szeretnénk elvenni olvasoinktdl az 6nalld felfedezés 6romét. Javasoljuk a program
Osszes lehetséges beallitasanak a kiprobalasat. Pl. vajon mikor és miért valtozik meg olykor az
n csuszda szine? Mi ennek a geometriai tartalma? Mi torténik, ha csak egy, vagy két szin
lathat6?

Késébb meg fogjuk vizsgalni, hogy n-et 0-rol folyamatosan ndvelve milyen n érték fogjak a
négyzetek a csucsaikban érinteni a szomszédosakat, majd n-t tovabb ndvelve a tavolabbiakat,
végiil n=1 esetben eljutva addig, hogy az azonos szinii lapok egy-egy kockat alkotnak. Az igy
kapott 6t kocka csucsai egy 12 szabalyos 6tszoggel hatarolt dodekaéder csucsai lesznek.

Valéban? Forditsuk meg a vizsgaldodasunk iranyat, induljunk ki a 12 szabalyos otszogekkel
hatéarolt dodekaéderbdl.

Szinte biztosak lehetiink abban, hogy ha egy matematikai probléméaban elénk keriil egy
szabalyos 0tsz0g, akkor ott szdba keriil az aranymetszés fogalma. Példaul akkor, ha meg
akarjuk adni a legtobb (azaz 20) cstcsot tartalmazo dodekaéder csucsainak a koordinatait.
Konnyen belathatd, hogy ha egy dodekaéder csticsai koziil 8 egy egységnyi €l kocka csucsa,
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akkor a tobbi 12 harom olyan téglalapot alkot, amelynek az oldalai: ¢ = ill.

1 J5-

p—1 :—:Tl. Eszerint a szabalyos dodekaéder csucsai koziil tényleg ki tudunk

¢

valasztani nyolc olyat, melyek egy kocka cstcsai. Minden kocka-¢l a dodekaéder egy-egy
lapatloja, igy a dodekaéder 5¢12=60 lapatloja egyben az 6t dodekaéderbe irt kockanak az éle.




Vizsgaljuk most meg két, majd harom kocka kdlcsonos helyzetét.
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Konnyen belathato, hogy barmely két kockanak pontosan két kozds csucsa van, amelyek a
dodekaéder és mindkét kocka szemkozti csucsai. A kockdk e csucsokra nem illeszkedd €lei a
dodekaéder lapatléi, igy ezeknek az éleknek a metszéspontjai rendre az aranymetszés
aranyaban osztjak a két kocka egymast metszo ¢leit. Pl. a piros koca egy lapjat a z6ld kocka
harom lapja metszi. A kiszemelt lapra es6 metszésvonalak koziil az, amely legkozelebb esik a
lap kozéppontjahoz, egyben ¢éle lesz annak a poliédernek, amelyet az 0Osszes kocka
metszeteként kapunk. Az 6t kocka kozos része egy un. rombikus triakontaéder lesz, amelyet
harminc arany-rombusz alkot. (Az aranyrombusz atloinak az ardnya az aranymetszés aranya.)

Mivel a Hart-féle konstrukcio négyzetlapjai a kockék sikjaival esnek egybe, a triakontaéder
¢lei lesznek majd e négyzetek metszésvonalai is. Igy fontos szerepiik lesz abban, hogy
meghatarozzuk, hol és meddig kell bevagni a modellkészitéshez hasznalt négyzetlapokat.

Készitslink egy sikbeli rajzot a kocka egy lapjarol. Ennek a csticsai legyenek 4, B, C és D. Az
AB és a CD szakaszt az aranymetszés aranyaban osztd pontok legyenek M és M, ill. M3 és
M. (Ezek felvételéhez megtartottuk a Ot kocka - 30 négyzet.ggb fajl, fix, konstans értékeit,
amelyekre ott a térbeli alakzatok megadasahoz volt sziikség.)
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Egv négyzelap adatai.ggb

A térbeli abraink alapjan be tudjuk rajzolni azokat a szakaszokat, ahol ezt a lapot a tobbi
kocka lapjai metszik: A négyzetlap O kodzéppontjahoz legkozelebbi metszésvonalak M;D,
M>C, M;A és M,B. Ezek a szakaszok zarjak kozre azt az aranyrombuszt, amely az Gsszes
kocka metszetként kapott triakontaédernek erre a kockalapra esd lapja lesz. Az, hogy ez
valoban aranyrombusz, révid (hasonlésagon alapuld) szdmolassal igazolhato.

Az A4,B,C,D, négyzetet egy O centrumi centralis allitottuk eld6 az ABCD négyzetbdl
nyujtassal - amit most a 0 <n <1 feltétel miatt zsugoritasnak is nevezhetiink.

Némi szamlassal kapjuk, hogy n = J5-2~0.236 értéke mellett kovetkezik be, hogy A,=E.
A szomszédos négyzetek ekkor egy-egy pontban érintkeznek, ennél kisebb n érték esetén
nincs kdzos pontjuk.

Ugyancsak a térbeli alakzatok tanulméanyozasaval juthatunk arra az eredményre, hogy ha az
A, pont éppen illeszkedik az M,D szakaszra, akkor A4, egy masik négyzet csticsaval esik

egybe. Ez n= g ~ 0.447 esetben kovetkezik be. Ennél nagyobb n érték esetén a négyzetek

masutt is metszik egymadst, igy ez a legnagyobb olyan n érték, amely még alkalmas a
papirmodell elkészitésére. Igy J5-2<n S?S aranyl nyujtds esetén kapunk egymadst

egyetlen szakasz mentén metsz0 négyzetlapokat. Ezek koziil nyilvanvaléan a legnagyobb a
legjobb, amit a Hart-konstrukci6 is hasznal. Ez az az eset, amelyben, az [, J, K és L pontok
egyarant az aranymetszés aranyaban osztjak az 4,B,C,D, négyzet oldalait.

Figyelemre mélto lehet még az az ugyancsak realizalhato, papirmodell készitésére alkalmas
eset, amelyben harom szomszédos négyzet kozos pontja az €l felezOpontjaba esik. Ekkor



n= ~0.382. Ezt most — szandékosan - nem mutatjuk meg. Kénnyen beallithato:
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elegend a parancssorba beirni az n=(3-sqrt(5))/2 parancsot.

Arra is lehetne némi valasztasi lehetdségiink, hogy meddig vagjuk be a négyzetlapra esé
metszésvonal egyik ¢és masik darabjat. Lényeg, hogy a két bevagott rész Osszegének
akkorénak kell lennie, mint a rombusz élének a négyzetre esé szakasza. Egyetértve Hart-al,
ezt nem tekintettiik valtoztathaté adatnak, a bevagas belsd végpontjat mindig a négyzet
atlojara helyeztik. Erdemes megjegyezni, hogy ekkor a két bevagott rész aranya mindig az
aranymetszés aranya n minden (szoba johetd) értékétdl fiiggetlentil.

Mindezt azért volt célszerli ilyen alaposan elemezni, mert az itt kapott eredményeket fel
lehetett hasznalni a Sajat eljaras.ggb fajlban. Szinte pontosan megismételve az itt alkalmazott
szerkesztéseket. A kiilonbség minddssze annyi, hogy ebben az 4, B, C, D pontokat térbeli
koordinatakkal adtuk meg, természetesen ligyelve arra, hogy a négy térbeli pont egy négyzetet
hatarozzon meg. Az ezzel kapott két eljards a Négyzet nyujtdsa (NY).ggt és a Négyzet
metszésvonalai (MV).ggt eljards, amelyeket 30 alkalommal kell majd hasznalnunk, miutan
megadtuk a dodekaéderbe irt 6t kocka lapjait.

Itt teszteltiik a két sajat eljarast: Sajat eljaras teszt.ggb. A feladat jellegébdl adodik, hogy nem
mindegy, hogy a MV[t,P,Q,R,S] vagy MV[t,Q,R,S,P] sorrendben adjuk meg a négyzet négy
pontjat. Meggydzddhetiink réla, hogy ha a négy pont egyikét elmozditjuk ugy, hogy egy
sikban maradjanak, akkor még kapunk valamilyen eredményt, de ha nincsenek egy sikban,
akkor nem. (Nem véletleniil adtuk meg a négyzet O kdzéppontjat az atlok metszéspontjaként.)

Maga az 6t kocka megadasa e sorok irdjanak nem jelentett nagy munkat. Ugyanis akadt az
»iroasztal fiokban” 6t kocka egy Euler3D fajl form4jaban. 5 kocka.elr Ebbdl ki lehetett
nyerni az alakzatok koordinatait, és a lapok listajat, ahol a minden sikidomot a csticsok
sorszamaval adtunk meg: 5 kocka elt.txt Ezt néhany karakter cseréjével és a csucsok
koordinatdinak a pontos képlettel megadott értékével olyan alakra lehetett hozni, amely
bemasolhat6 a GeoGebra parancssoraba: 5 kocka ggb-hez.txt

Addig, amig egy sokszdg megaddsdhoz mindegy, hogy melyik csuccsal kezdjiik a csticsok
sorszamait felsorolni, jelen esetben erre a metszésvonalak megadédsa miatt tigyelni kellett. Ezt
a két f4jlt megvizsgalva kidertil, hogy hol kellett mésik ciklikus permutaciot valasztani.

Mivel a lapokat egyetlen listdban adtuk meg, és a listdn beliil nem tudunk kiilonbozo
megjelenitési (pl. szin, lathatésag) tulajdonsdgokat felvenni, ezért a végeredmény listat
minden esetben 6t kiilonbozo listaban kellett megadnunk.

Pl a piros és a z6ld kockat megado6 két parancs csak a végén megadotti,1,6 illi,7,12
adatban és természetesen a szinek, lathatosagi feltételek megadasaban tér el egymastol:

FK_p=Sorozat[Soksz6g[Elem[V_D,Elem[F_K,i,1]],Elem[V_D,Elem[F_K,i,2]],
Elem[V_D, Elem[F_K, i, 3]], Elem[V_D, Elem[F_K, i, 411], i, 1, 6]

FK_z=Sorozat[Soksz6g[Elem[V_D,Elem[F_K,i,1]],Elem[V_D,Elem[F_K,i,2]],
Elem[V_D, Elem[F_K, i, 3]], Elem[V_D, Elem[F_K, i, 4111, i, 7, 13]

Vajon megadhato-e a dodekaéderbe irt 6t kocka ennél egyszeriibb formaban, rovidebben.

Vegyiink fel egy cstszkaval valtoztathaté m szamot', majd az A=(m,-m) és a B=(m,m)
pontokat. Ha ezekkel adunk meg egy (x,)) sikon all6 kockat, akkor annak éppen a z tengely

! Az el6z6 program btletét, hogy ti. épitsiink be a programba egy sajat zoomolasi lehetéséget, alkalmazzuk itt is.
Polya Gyorgy szerint a mddszer olyan fogas (6tlet) amit kétszer alkalmaznak.

5



lesz az egyik forgastengelye. Ez elényos a megjelenités szempontjabol: k_p=Kocka[A,B]
Az attekinthet6ség kedvéért mar itt az elején felvettik a megjelenitéshez sziikséges
jelolonégyzeteket, ugyanazzal az elnevezéssel, szinezéssel élve, mint korabban.

Lattuk, hogy a dodekaéderbe irt kockak koziil barmely kettdnek van kozos testatloja. Ez azt
Jelenti, hogy az els6 (k,) kockabol a négy testatldja kortili forgatassal rendre megkaphat6 a
tovabbi négy kocka. Egyelére — mondjuk — nem tudjuk ezeknek a forgatasoknak a szogét,
ezért felvesziink egy ugyancsak csuszkéval mozgathatd a széget. Legyen 0° < a < 120°,
mivel a testatlgja koriili 120°-os forgatas a kockat mar 6nmagéba viszi.

Vegyiik fel a k, kocka négy testatlojat, majd forgassuk el ezek koriil o szoggel. Ha
»taldlomra” vettiik fel a forgatds négy egyenesét, akkor konnyen eléfordulhat, hogy a kockak
esetleg nem a ,,j0” iranyban fordulnak el. Térbeli forgatas esetén az hatarozza meg a forgatas
iranyat, hogy a tengelyt meghatarozo két pontot milyen sorrendben vettiik fel. Jelen esetben
t_z =Egyenes[A, G] t_k=Egyenes[F, D], t_b=Egyenes[C, E] t_s=Egyenes[H, B] a
helyes irany. Ha nem igy vettiik fel a tengelyeket, ez a hiba konnyen javithato.

A forgastengelyek ismeretében rendre fel tudjuk venni a tovabbi négy kockat. Pl. a
k_z=Forgatas[k_p, a, t_z] paranccsal adtuk meg a zold kockat.

Innen mar csak ,.ki kellett tapogatni”, hogy milyen a érték mellett kapjuk a dodekaéderbe
irhato ot kockat.

o=15° 0=45° 0=60°
Ot kocka roviden.geb

Rovid kisérletezés utan ugy tiinik, 45°-os forgatassal kapjuk meg a dodekaéderbe irt ot
kockat.



Valoban? Probaljuk ellendrizni a sejtést. Vegylink at innen egy mar elkészitett dodekaédert,
ebbe rajzoljuk bele a keresett forgatas szogét.

A kockaforgatds szoge.gob

Az itt kapott sz6g nem 45°-o0s! Akkor mennyi? Az UEM egyenldszari haromszdg csucsszogét
kell meghataroznunk. Ha a kocka ¢le egységnyi, akkor e haromszdg alapja a dodekaéder éle,

J5-1

azaz ME == szara a kocka csucsdnak a rd nem illeszkedd testatlgjatol mért

J6

tavolsdga: MU =EU ZT E két adat elegendd az o sz0g meghatarozasahoz:
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a= arccos( J ~ 44.4775° Ez valéban nem 45°! J6, hogy nem hittiink a szemiinknek.

Igy az a=arccos((3 sqrt(5)-1)/8) paranccsal valoban a dodekaéderbe irt 6t kockat kapjuk.

Amit még megtehetiink a kézbe veheté modell elkészitése érdekében az, hogy eldkészitlink
egy olyan adat-fajlt, amely alapjan barmely cimfestd — dekoracidés miihely - amelynek van
nem csak rajzolasra, hanem vagasra is alkalmas printere, ki tudja vagni a négyzetlapokat.
Ezek a gépek altaldban az eps kiterjesztésli vonal-rajzokat elfogadjdk bemend adatként. A
GeoGebra alkalmas EPS fajlok exportaldsara. A kivaghatd négyzetlap.ggb fajlban
valtoztathatd adat a négyzetlapok mérete, a kivagis szélessége, valamint a négyzetlapok
kozotti tavolsag. Azt is be lehet allitani, hogy a klasszikus (Hart-féle) konstrukcidt allitsuk-e
eld, vagy azt, amelyben harom-harom négyzetlap az élek felezépontjaban metszi egymast. Ha
9.5 cm-esre vessziik a négyzetet, akkor az egy szinhez sziikséges hat lap kivaghatd egy A4-es
kartonbol. A kivagas szélessége fligg a karton vastagsagatol. Elvileg elegendd a karton
vastagsaganak a 3-szorosa, de célszerli ennél kissé nagyobb szélességet alkalmazni.
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