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Ujabb ismereteink a szabalyos toroidokrol

Kozel negyed szazada jelent meg a KoMal-ban egy cikk a szabalyos toroidok-
16l [4]. Ezt fogjuk most kiegésziteni a témahoz kapcsol6dd néhany friss eredménnyel.
Ezek megsziiletését az tette lehetévé, hogy azok a szamitogéppel végezhetd ,kisér-
letek”, amelyek annak idején honapokat vettek igénybe, manapsig méasodpercek
alatt elvégezhetsk. Igy felvethetévé — és megvalaszolhatova — valtak olyan kérdé-
sek, amelyekre akkor gondolni sem volt érdemes. Felvetiink néhany még nem meg-
oldott problémat is. Olyanokat, amelyek megvélaszolasa ma méar egyaltalan nem
tlinik reménytelennek.

Az itt bemutatott poliéderek abrait az Euler3d dinamikus térgeometriai prog-
rammal tehetjilk mozgathatova (www.euler3d.hu). Ezt ki is probalhatjak olvaso-
ink, ugyanis ezt a cikket weblapként is kozoljiikk™, ahol az abrakhoz tartozoé linkek
egy-egy Euler3d fajlra hivatkoznak. Ezeket nem csak a latvany kedvéért célszerti
megnézni szamitogépen, hanem azért is, mert a programrol leolvashatok (kinyom-
tathatok) e poliéderek adatai, igy ezeket az adatokat ez a cikk nem tartalmazza.
Raadasul — mint latni fogjuk — a széban forgo6 eredmények épp ennek a programnak
koszonhetSen sziilethettek meg.

A szabalyos toroidok harom osztalya

Kezdjiik egy rovid ismétléssel. Egy poliéder kombinatorikus szerkezetét tekintve
szabdlyos, ha minden lapja ugyanannyi oldalii sokszog, és minden csiicsa ugyan-
annyi élhez illeszkedik. Igy az a kérdés, hogy szerkezetiiket tekintve milyen szaba-
lyos poliéderek léteznek, tulajdonképpen grafelméleti, topologiai kérdés. Szabdlyos
térképnek neveziink egy adott feliiletre rajzolt grafot, amelyben minden tartoméany-
nak p éle van és minden cstucsba ¢ él fut be. Jeloljik ezt {p,q}-val. (Ez az un.
Schlafli szimbolum.) Kozismert, hogy a gémbre rajzolt szabélyos térképek: {3, 3},
{3,4}, {4,3}, {3,5} és {5,3}. Ezek mindegyike realizalhat6 egy-egy olyan poliéder
forméjaban, amelyek élszogei és lapszogei egyenlék. Ezek a szabalyos poliéderek.

A toruszt topologiai szempontbol olyan ,nyuajthato” téglalapnak tekinthetjiik,
amelynek a szemkozti éleit Osszeragasztottuk. A sik harom szabalyos sokszoggel, a
haromszoggel, a négyzettel és a hatszoggel parkettazhato ki. A mi szempontunkbol
ez ugy fogalmazhatd, hogy a stkon {3,6}, {4,4} és {6,3} alaki, tetsz6legesen sok
tartomanybol, illetve csticsbol allo szabélyos térkép létezik.

Vagjunk most ki egy ilyen szabalyos térképbdl egy elegend&en nagy téglalapot;
olyat, amelyre teljesiil, hogy az élei nem illeszkednek a szabalyos térkép egy csticsara
sem, tovabba a szemkozti téglalap-oldalakat a térképnek ugyanannyi éle metszi.
Ragasszuk Ossze a téglalap szemkozti éleit tgy, hogy a térképnek a téglalapot
metsz6 élei is rendre csatlakozzanak a nekik megfelels szemkozti térkép-élhez. Ezzel
rajzoltunk a toruszra egy szabalyos térképet. Ha ennek a téruszra rajzolt térképnek

*www.komal .hu/cikkek/2008-01/toroid.h.shtml
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elég sok csucsa van, akkor nem okoz gondot a neki megfelel6 poliéder elGallitasa
sem.

Ezzel a konstrukcioval a topoldgiailag szabalyos, torusz-szerti poliédereknek
— szabdlyos toroidoknak — harom osztalyat adtuk meg. Mindegyik osztalynak el
tudjuk allitani azokat a poliédereit, ahol a cstcsok, illetve a {6,3} osztalyban a
lapok szama olyan szorzat, amelynek mindkét tényezGje legalabb harom.

A {3,6}, {4,4}, {6, 3} toroid osztdly egy-egy poliédere rendre:
C =42, [ =84, C =42, [ =42, C =84, [ = 42

Most és a tovabbiakban a poliéder fogalmat, igy a toroid fogalmat is abban
a szigorubb értelemben hasznéljuk, miszerint csak azt a geometriai alakzatot te-
kintjiik poliédernek, amelynek lapjai egyszerd (6natmetszés nélkiili, egyetlen zart
torottvonallal hatarolt) sokszogek, az egy csticsba befutd lapok egyetlen ciklust al-
kotnak, ahol a ciklus szomszédos elemei szomszédos, azaz kozos éllel rendelkezd
lapok. Ebbdl kévetkezéen a poliéder minden élére pontosan két lap és pontosan
két csucs illeszkedik. Koveteljiikk meg azt is, hogy maga a poliéder feliilet se legyen
Onatmetsz6, azaz egy lap belsé pontja nem illeszkedhet a poliéder valamely masik
lapjara. (Ha a poliéder fogalmat ennél altalanosabban értelmezziik, akkor ezek az
an. kozonséges poliéderek.)

A kérdés az, hogy a toroidok e harom osztalyanak melyek azok a képvisel6i,
amelyeknek a legkevesebb lapjuk, illetve csiicsuk van, toviabba vannak-e olyan
szabalyos toroidok, ahol a lapok, illetve csicsok szama nem bonthaté fel két, 3-nal
nagyobb szamnak a szorzatara.

A Cséaszar-poliéder négy valtozata

A kérdés elsé felére [1]-ben megkaptuk a valaszt. Csaszar Akos 1949-ben iga-
zolta, hogy a toruszra rajzolt 7 csicsu teljes graf realizalhato poliéderként. Ez azt
jelenti, hogy létezik olyan 7 csicsa toroid, amelynek barmely két csacsat él koti
Ossze, azaz nincs atloja. Itt arrdl is volt szo, hogy a Cséaszar-poliédernek létezik egy
szerkezetét tekintve azonos, de a csicsok elrendezését figyelembe véve ettdl rdané-
zésre kiilonbozd valtozata. Két, azonos kombinatorikus szerkezetd poliédert akkor
tekintiink ranézésre kiilonbozdének, ha az egyik nem vihet§ at a méasikba folytonos
deformalassal anélkiil, hogy ekézben ne legyen a feliilet dnatmetszé. Nem sokkal
késébb két német matematikus igazolta [2], hogy a Cséaszar-poliédernek pontosan
négy, ranézésre kiillonbozd valtozata van.

Ahhoz, hogy ezt a hét cstcsu poliédert megadhassuk, elGszor ismerniink
kell a kombinatorikus szerkezetét, vagyis azt, hogy a hét pont altal meghata-
rozott (;) = 35 haromszoglap kozill melyek alkotjak a poliéder feliiletét. Ehhez
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AV AN

A Csdszdr-poliéder négy, ranézésre kiilonbozd vdltozata

szamozzuk meg a haromszogracs csucspontjait hét szdmmal ugy, hogy szom-
szédos racspontok kiilonbozs szamokat kapjanak. Egy ilyen szamozasi lehets-

ség, hogy az egy sorban levs szomszé-
dos cstcsok folyamatosan legyenek sza-
mozva. Ezutan valasszuk ki azt a tég-
lalapot, — illetve a jelen esetben pa-
rallelogrammat, — amely a hét szam
mindegyikét pontosan egyszer tartal-
mazza, majd ,ragasszuk Ossze’ a szem-
kozti éleit. Ez a rajzunkon azt jelenti,
mintha ilyen ,mintas” paralelogrammak
eltoldssal kapott példanyaival parket-
taznank ki a sikot. Ezzel el6allitot-
tuk a toruszfeliiletre rajzolt 7 csics-
bol és 14 tartomanybol allo térképet.
A rajzrél olvashato le, hogy melyik az
a 14 haromszogtartomany, amely a to-
ruszra rajzolt térkép tartomaényait al-
kotja. Ezek a haromszogek egyben a
7 lapt poliéder lapjai is. (A lapokat a
csucsok sorszamaival adhatjuk meg.)

Eljarasunkbol az is érezhetd, hogy a toéruszra rajzolt barmely hét cstcsu sza-
bélyos térkép ezzel izomorf: ez a térkép barmelyikbdl megkaphatd a csicsok atszé-
mozaséaval.

A toruszra rajzolt teljes graf és dudlisa

E térkép alapjan méar ,csak” meg kellett adni a hét pont koordinatait gy,
hogy az &ltaluk meghatarozott 14 haromszog kozonséges, onatmetszéstsl mentes
poliéderfeliiletet alkosson.

A fenti rajz egyuttal bemutatja a térkép duélisat is, az un. Heawood-féle hét-
szind térképet, amely azt igazolja, hogy a toruszra rajzolt térképek kiszinezéséhez
sziikséges legalabb hét szin — ugyanis e hét tartomany mindegyike szomszédos az
Gsszes tObbivel [4].

A poliéderek k6zo6tti dualis kapcsolat, a Csaszar-poliéder dualisa

A Csaszar-poliéder dudlisaként valt ismertté az a hét darab egyszerii hatszog-
bél 4ll6 poliéder, amelynek barmely két lapja szomszédos.
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E sorok froja — eléggé el nem itélhetd modon — [4]-ben emlitést sem tett arrol,
hogy miként lehetett rajonni egy ilyen eredményre. Itt az ideje, hogy pétoljuk ezt a
hianyossagot. Annal is inkdbb, mert az Euler3d program lehet&vé teszi, hogy barki
kénnyen megismételje a tulajdonképpen mér 1977-ben végzett szamitasokat.

A poliéderek kozotti dualis kapcesolat részben topologiai jellegii: egy poliéder
kombinatorikus szerkezetébdl egyértelmitien meghatarozhaté a duélis poliéder kom-
binatorikus szerkezete, amelyben minden lapnak cstcs, élnek él és cstcsnak lap
felel meg. A poliéderek kozotti dualis kapcsolatnak azonban vannak metrikus vo-
natkozasai is. Az eredeti poliéder szerkezetét és csicsainak a koordinatait ismerve
el6 tudjuk allitani a dudlis alakzat kombinatorikus szerkezetét és cstucsainak a ko-
ordinatait is.

Legyen adott a térben egy O kézéppont, r sugara G gémb, tovabbé egy O-t6l
kiilonb6z6 P pont. A P ponthoz rendeljiik hozzéa azt a sikot, amely merdleges az
[OP) félegyenesre, és az O ponttol & tavolsdgra van. Ezt a sikot nevezziik a
P pont G goémbre vonatkozd poldrsikjanak.

Hasonl6é médon a sik minden O-ra nem illeszkedd sikjahoz is hozzarendelhetd
egy pont, amelyet a sik G-re vonatkoz6 pdlusdnak fogunk nevezni. Legyen T az
O pontnak az adott sikra es6 merdGleges vetﬁlthe. A sik polusa essen az [OT)
félegyenesre, és az O-t0l mért tavolsidga legyen %

Ezt a — pontnak sikot, siknak pontot megfelelteté — hozzarendelést a G gémbre
vonatkozo polaritisnak nevezzik.

A fenti definiciokbol kittinik, hogy miért zartuk ki a polaritds értelmezési
tartomanyabol az O pontot, valamint az O-ra illeszked§ sikokat. (Megvan egyébként
a lehetGség arra, hogy kib6vitsiik az euklideszi teret a végtelen tévolinak, vagy
idealisnak nevezett pontok, egyenesek és sik fogalmaval, ekkor mar értelmezhetd a
polaritas az O pontra illeszkedd sikokra, egyenesekre, s6t magara az O pontra is.
Ezzel a projektiv geometria foglalkozik.)

Nyilvanvald, hogy ha példaul az A pontnak a G gémbre vonatkozo polarsikja a,
akkor az « siknak ugyanerre a gdombre vonatkozd polusa A, vagyis a gombre
vonatkozo polaritas négyzete a mindent helyben hagyo identikus transzformacio.

Be fogjuk latni, hogy ha egy pont végigfut a tér valamely O-t nem tartalmazo e
egyenesén, akkor a polarsikjai ugyancsak egy egyenesre illeszkednek. Ezt nevezziik
az adott egyenes poldris egyenesének, réviden poldrisdnak.

Rajzoljuk le ennek a térgeometriai
helyzetnek az (O, e) sikba es6 ,sikmetsze-
tét”. Legyen T az O pont e-re es§ mers-
leges vetiilete, p’ a P € e pont poléarsik-
janak az (O, e) sikkal alkotott metszésvo-
nala, ennek az [O,T) félegyenessel alko-
tott metszéspontja T’. Ekkor POTA =~
~ T'OP'A, mivel mindketts derékszogd
haromszog, és egyik hegyesszogiik ko-

z6s. Ebbsl & = OL azay OT - OT' =
= OP-0OP'. A P pont polarsikjanak a

G gbémb (2) kozéppontjatol mért tavolsaga

A polaritds illeszkedéstarto tulajdonsdga OP — (S_P Ezért az is teljesiil, hogy a
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T’ pontra illeszkedik a T pontnak, s6t az e egyenes minden pontjanak a polar-
sikja. E stkok mindegyike merdleges az (O, e) sikra, igy kozds metszésvonaluk a T’
pontra illeszked$ e-re merdleges ¢’ egyenes lesz. Ez az e egyenes G-re vonatkozo
polaris egyenese. Pontosan ugyanigy lathato be, hogy ha egy pont illeszkedik az e’
egyenesre, akkor polarsikja illeszkedik e-re.

A gombre vonatkozd polaritds illeszkedéstarto

Ezzel azt is belattuk, hogy az igy értelmezett gombre vonatkozo polarités il-
leszkedéstarto: ha két pont illeszkedik egy egyenesre, akkor ezek polarsikjai illesz-
kednek az egyenes poléris egyenesére, ha egy pont illeszkedik egy sikra, akkor a
pont polérsikja illeszkedik a sik poluséra.

Adjunk meg a térben derékszogi koordinataival egy, az origotol kiilonbozd
P(a,b, c) pontot. Be lehet latni, hogy a P pontnak az origd koézépponta r sugard
gémbre vonatkozo polarsikja az a -z +b-y+c-z = r2 egyenlet sik lesz. Eszerint, ha
koordinatageometriai eszkozokkel dolgozunk (mint azt az Euler3d teszi), konnyen
megadhatd egy sik harom, nem egy egyenesre es§ pontja polarsikjanak az egyen-
lete, és a kapott harom els6foku egyenletbdl 4llo egyenletrendszer megoldasaként
maganak a siknak a polusa.

Ahhoz azonban, hogy ezt a transzformaciét poliéderek csicsaira, lapjaira,
éleire alkalmazhassuk, értelmezniink kell, hogy mit értsiink egy poliéder élének
(mint szakasznak) a polaris alakzatan.

Legyen P egy kozonséges poliéder, legyen tovabba G egy olyan gémb, amelynek
a kozéppontja a P poliéder egyetlen lapjanak a sikjara sem illeszkedik.

Mivel a koézonséges poliédereknek barmely élére pontosan két lap, és pontosan
két csucs illeszkedik, az egy élre illeszkedd két lap sikjanak a G gdmbre vonatkozo
polusaként kapott két pont illeszkedik a kivalasztott él egyenesének a polaris egye-
nesére. Igy e két pont meghataroz egy olyan szakaszt, amely merdleges az adott
élre. Ezt a szakaszt nevezzik az adott él polarisanak.

Egy kozonséges poliéder minden cstcsara véges sok él illeszkedik, amelyek
egy adott ciklikus sorrendben meghatarozzak a poliéder egy testszogletét. Ugyanez
a ciklikus sorrend meghatérozza, hogy az egy csicsra illeszkeds élek polarisai
(mint szakaszok) milyen sorrendben kapcsolodnak egymashoz. Igy a P poliéder
testszogletének a G-re vonatkozo polaris alakzata egy zdrt sikbeli sokszogvonal lesz.
Ezt nevezziik a testszoglet poldrisdnak.

Ugyanigy egy zart sokszogvonalnak a G gémbre vonatkozo polaris alakzata
egyméshoz k6z0s szdgszarban csatlakozo szogekbdl allo alakzat lesz.
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Ha egy poliéder valamely testszoglete konvex, és a G gémb kdzéppontja a
testszoglet belsejében van, akkor a testszogletet meghatarozo élek G-re vonatkozo
polaris alakzatai konver sokszoget hataroznak meg.

Ha egy poliéder konvex, és a polaritas alapgémbjének a kézéppontja a poliéder
bels6 pontja, akkor Osszes testszogletének a G-re vonatkozo polaris alakzatai (mint
konvex sikbeli sokszogek) egy ugyancsak konvex poliédert hataroznak meg. Ezt
nevezziikk a P poliéder G-re vonatkozd dudlis poliéderének. Természetesen erre is
teljesiil, hogy minden élére pontosan két cstics és pontosan két lap illeszkedik. Emi-
att a dualis poliéderhez is tartozik egy kombinatorikus szerkezet, amely ugyancsak
a lapok listajaval irhato le egyértelmien.

Ha egy poliéder nem konvex (esetleg nem is egyszerd poliéder), vagy a dualis
alakzat képzéséhez hasznalt gdbmb nincs ugyan a poliéder belsejében, de kdzéppontja
nem illeszkedik egyik lapjanak a sikjara sem, akkor el6fordulhat, hogy egy testszog-
let dualis alakzata énatmetszd sokszogvonal lesz, vagy maga a keletkezd testszoglet
valik 6natmetszévé. Azonban ekkor is teljesiil, hogy ebbdl — a poliédernek csak a
legaltalanosabb értelemben nevezhetd térgeometriai alakzatbdl — visszanyerhet6 az
eredeti poliéder, ha ugyanarra a gémbre nézve képezziik a dualis alakzatéat.

Ezekre az Osszefiiggésekre gondolva jutottunk (1976-ban) arra az tletre, hogy
képezziik a Csaszar-poliédernek egy adott gombre vonatkozo duélisat. A Csaszar-
poliédernek az a tulajdonsiga, hogy barmely két cstuicsat él koti Gssze, a dudlis
alakzatnak azt a tulajdonsagat adja, hogy barmely két lapnak van k6zos éle.

A dolog azonban korantsem megy ilyen simén. Ugyanis a Csaszar-poliéder
sziikségképpen konkav, igy semmi nem biztositja, hogy a dualis alakzat egy-egy
lapja ne legyen 6natmetszé sokszog. Onatmetszé lapjai pedig nem lehetnek a
keresett poliédernek. Az is el6fordulhat, hogy bar a kapott alakzat minden lapja
egyszeri sokszog, maga a poliéder feliilet azonban onétmetszs: egy-egy lap bels6
pontja egyben pontja egy mésik lapnak is.

Ezeknek a nem kivanatos eseteknek a kikiiszobolésére kiilonbo6zé ,sziiréket”
kellett késziteni. Pl. a programozasban jartas olvaséink gondoljék végig, hogy mi-
ként tudnak rabirni a szamitdégépet annak a kérdésnek a megvalaszolasara, hogy ha
adott egy egyszert, de esetleg konkav hatszog, tovabba egy hetedik pont, akkor ez a
pont vajon beliil van-e a sokszogon, vagy nem. (A ’70-es években még nagyon lasst
és manapsag mar elképzelhetetleniil kicsi memoriaval rendelkezett ,.a” szamitogép,
amely ,természetesen” rajzolni sem tudott.)

Néhany honapos kisérletezés eredményeképpen igy is sikeriilt megtalélni a szo6-
ban forgo poliédert. Ez a kisérletezés lényegében abbdl allt, hogy a Csaszéar-poliéder
kombinatorikus szerkezetét valtozatlanul hagyva addig kellett valtoztatgatni a csi-
csok koordinatait (nem torédve azzal, hogy az eredeti poliéder feliilet esetleg 6nat-
metszének bizonyul), amig a dudlis alakzat nem valt a keresett kozonséges polié-
derré. Ez a ,Jovés a sotétbe” modszer azonban — jobb hijdn — ma is alkalmazhato,
sokkal hatékonyabb technikai kériilmények kozott.

Az els6 modell ismeretében mar konnytd volt finomitani az adatokon, s6t elemi
bizonyitast adni a poliéder létezésére. Az is kdnnyen belathato, hogy 7-nél kevesebb
lapja nem lehet egy {6, 3} tipusi szabalyos toroidnak.
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Néhany tovabbi, hatszoglapa szabalyos toroid

Felvethet6 a kérdés, hogy vajon mely n értékre létezik n-lapu kézdnséges
poliéder a szabalyos toroidok harom osztalyaban.

A négyszogekbol és 4 fokszamu cstucsokbol allo {4,4} osztalyban kénnyen
elsallithatok olyan toroidok, ahol n = pq, ahol p és ¢ legalabb 3. Tudunk rajzolni
a toruszra példaul 10, vagy 11 tartomanyt (és csticst) térképet, azonban ilyen 10
vagy 11 lapt toroid valoszintleg nem létezik. (A konstruktiv geometridban sokkal
nehezebb az ,ilyen nincs” tipusu allitasokat igazolni, mint az ellenkezgjét.)

A {3,6} tipust, haromszogekbdl &llo szabalyos toroidok koziil legkevesebb
csicsa a Csaszar-poliédernek van. Az irasunkhoz tartozé weblapon bemutatjuk
az osztaly 8, 9 és 10 csticsu poliéderét is. Ugy tiinik, nem tul nehéz feladat ilyen
poliédert talalni barmely, ezeknél nagyobb cstics-szdm esetén sem.

A legérdekesebb kérdés a hatszogekbdl allo {6,3} tipust szabalyos poliéderek
korében vethets fel. Konstruktiv aton igazolhato, hogy létezik n hatszogbol allo
szabalyos toroid, ha n = pq, ahol p > 3 és ¢ > 3.

Példaként bemutatunk egy n = 9 hatszogbdl allo toroidot, amelyet tgy kap-
tunk, hogy egy harom éld prizmat kivigtunk egy kockabdl. A prizma harom éle
parhuzamos a kocka testatlojaval. Ugyancsak konnyen konstrudlhatéd 12 vagy 15
hatszoghdl allo szabélyos toroid is.

W & 0B

Athidalé 8 lapi, valamint 9, 12 és 24 lapi szabdlyos toroidok

A 12 L-alakt hatszogbdl allo toroid két iranyban is Otletet adhat. Az itt
lathato 24 L-alaka lapbol 4ll6 toroid ugyanebbe az osztalyba tartozik, noha az
altala elGallitott torusz lényegében egy ,csomd”. Maga a poliéder-feliillet homeomorf
(azaz topologiai szempontbol azonos) a mentGov-szerd torusszal.

A 12 L-alak adhatott otletet J. Schworbelnek, aki elséként allitott el egy
n = 8 lapbdl all6 szabalyos toroidot [3]. Ennek azonban van egy kellemetlen tulaj-
donsaga. Ez egy an. dthidalo poliéder: vannak olyan lapjai, amelyek két él mentén is
szomszédosak. Vajon van-e olyan 8 hatszogbdl 4llo toroid, amelynek nincs athidalo
lap-péarja? Ugyanilyen kemény di6 annak az eldontése, hogy van-e n = 10,11,13
vagy 14 lapu {6, 3} tipusa toroid.

E kérdések eldontésére gy tiinik nincs jobb lehet&ség, mint a hétlapi toroidnal
latott probalkozas modszere, amely azonban éppen az Euler3d program felhaszné-
lasaval nem feltétleniil reménytelen.

Els6 1épésként meg kell hataroznunk a keresett n-lapt poliédernek, illetve dué-
lisinak a kombinatorikus szerkezetét. Ehhez vegylink a sikon egy szabalyos hatszog-
racsot. Szamozzuk meg a lapjait az 1...n szamokkal gy, hogy az azonos sorszami
lapok szomszédai minden esetben azonos sorrendben ugyanolyan sorszamu lapok
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legyenek. Ez elérhets példaul tgy, hogy a hatszogracs minden sorat ciklikusan meg-
szamozzuk az 1...n szamokkal, a sorokat egymashoz képest tugy eltolva, hogy a
kivant feltétel teljesiiljon. Példaként bemutatjuk a 8 és 10 hatszéghoz tartozo sza-
mozast. Ebbdl  kivaghatd” — akir tobbféleképpen is — az az n hatszog, amely a
toruszra rajzolt {6,3} tipust térképet adja. (Az egymastol eltérs kivagasok és azok
torussza ragasztasa izomorf térképeket eredményez). Az igy kapott térkép dualisan
ugyanezek a sorszamok a hiromszogracs csicsait jelentik.

A toruszra rajzolt 8, illetve 10 lapid szabdlyos térkép

Miutan megkaptuk a {3,6} tipusii n csicsu toroid kombinatorikus szerkezetét,
vegylink fel hozza koordinatakat lehetdleg minél ,szellésebben”, majd probaljuk agy
megvélasztani a koordindtakat, hogy a poliéder duédlisa a keresett toroid legyen,
amelynek minden lapja egyszerd hatszog. (Itt jegyezziikk meg, hogy ez a révid
bekezdés olykor hosszas, esetleg eredménytelen kisérletezést jelent.)

Itt bemutatjuk az ilyen dton kapott 8, 10 és 11 lapu szabélyos toroidot.
Az e cikket tartalmazo weblapon megmutatjuk azt a hosszadalmas kisérletezést
is, amely ezekhez az eredményekhez vezetett. Egyelére nyitott kérdés, hogy vajon
létezik-e 13, vagy 14 lapa szabalyos toroid a {6,3} osztalyban. Ahogy novekszik a
lapok szama, egyre reménytelibbnek tiinnek az itt vazolt kisérletek. Bar ez korant
sem biztos. Ugyanis minden feladat nehéz, amig nem ismerjiik a megoldéasat, és
konnyt, ha mar ismerjiik.

FIVS

7, 8, 10 és 11 lapu szabdlyos toroidok

Ha maér talaltunk egy megfelels megoldast, akkor a koordinatak ,finom” val-
toztatasaval elérhet6, hogy a kapott poliédernek legyenek egybevagd lapjai, ren-
delkezzen valamilyen — példaul tengelyes — szimmetriaval, egész szamok legyenek a
koordinatai stb. Ezek azonban méar csak aprobb csiszolasok.
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Ugyancsak aprobb csiszolasnak tekinthets, hogy egy mar meglévé modell is-
meretében tudunk elemi, ,szalonképes”, a vaktaban 16v6ldozést mellz6 bizonyitast
is adni.

Ha azonban ez a ,szép” bizonyitas tgy keriil elénk, mint a nyil a biivész kalap-
jabol, akkor éppen arra az atra nem deriilne fény, amely ezekhez az eredményekhez

vezetett.
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